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RESumEN

En una planta de tratamiento aguas servidas (PTAS), el proceso de lodos ac-
tivados (activated sludge process, ASP) es la tecnología más utilizada para 
la eliminación biológica de nutrientes y la reducción de la materia orgánica. 
Dicho proceso puede tener lugar en un tanque aireado combinado con un 
sedimentador secundario (secondary settling tank, SST) o en un reactor por 
lotes secuenciales (sequencing batch reactor, SBR). Los modelos de sedi-
mentación reactiva describen dicho proceso combinando un modelo meca-
nístico de sedimentación de una suspensión floculada con un modelo ciné-
tico para describir las reacciones bioquímicas. El resultado presentado en 
esta contribución es un modelo espacio-temporal novedoso, formulado por 
ecuaciones en derivadas parciales, el cual extiende la formulación habitual 
de los modelos cinéticos descritos por ecuaciones diferenciales ordinarias, 
correspondientes a un reactor bien mezclado. Se presentan simulaciones 
numéricas. 
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INTRoDuCCIÓN 

En una planta de tratamiento biológico de aguas residuales, el proceso de 
lodos activados (activated sludge process, ASP) es la tecnología más utilizada 
para la eliminación de nutrientes y la remoción de la materia orgánica. Varios 
textos ofrecen una visión sobre el proceso de lodos activados: mencionamos 
las partes introductorias de obras de referencia del tratamiento de aguas 
servidas (Metcalf & Eddy 2014; Droste & Gehr 2019; Chen et al., 2020), la 
monografía sobre el modelamiento matemático de sistemas de lodos 
activados (Makinia & Zaborowska 2020) y algunos textos en español (Fall 
2003; Ferrer-Polo & Seco-Torrecillas 2008; Howe et al., 2017).

Un componente clave en el proceso de lodos activados es la sedimentación 
reactiva. La suspensión que se somete a sedimentación que está confor-
mada por dos fases, una fase sólida y otra líquida, cada una formada por 
varios componentes. La fase sólida contiene componentes sólidos particu-
lados (bacterias; lodos activados), que pueden ser compuestos orgánicos e 
inorgánicos. La fase líquida está compuesta de agua, que contiene sustratos 
(nutrientes) disueltos. La sedimentación reactiva combina la sedimentación 
de pequeñas partículas sólidas que están inmersas en un fluido (compues-
tos por sustratos y agua) y la ocurrencia simultánea de reacciones bioquí-
micas entre los componentes de ambas fases. Una parte significativa de las 
reacciones bioquímicas en el proceso de lodos activados para el tratamiento 
de aguas residuales tiene lugar en los tanques de sedimentación secunda-
rios (SSTs, por sus siglas en inglés) que siguen a los reactores biológicos en 
una planta de tratamiento. Estas reacciones también ocurren en reactores 
por lotes secuenciales (SBRs, por sus siglas en inglés) durante la etapa de 
sedimentación. Por lo tanto, es de interés desarrollar los llamados modelos 
de sedimentación reactiva que describan las reacciones biológicas que tie-
nen lugar en el manto de lodo del sedimentador.  

Para presentar nuestros propios aportes, empezamos por una breve reseña 
histórica del proceso de lodos activados y su modelamiento, enfocándonos 
en la familia de modelos ASM (sigla de activated sludge models, modelos de 
lodos activados). 

Presentaremos luego el enfoque de nuestros modelos que describen la se-
dimentación reactiva en un SBR o un SST en una dimensión espacial y en de-
pendencia del tiempo (modelamiento espacio-temporal). Luego describimos 
el modelamiento matemático en más detalle y especificamos la estructura 
del modelo matemático final. Presentamos tres simulaciones de sedimenta-
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ción reactiva en un SST y un SBR, utilizando el modelo de desnitrificación o el 
modelo ASM1 completo. Durante la desnitrificación, las bacterias transfor-
man los nitratos y nitritos (NO3) en nitrógeno gaseoso (N2). Este proceso es 
anaeróbico, lo que significa que ocurre en ausencia de oxígeno. Finalmente, 
se comenta sobre direcciones de trabajo futuro.  

BREvE HISToRIA DE LoS moDELoS DE LoDoS ACTIvADoS 

El proceso de lodos activados surgió a partir de las investigaciones del Doc-
tor Angus Smith en Inglaterra, a partir de los años 1880, quien propuso in-
troducir burbujas de aire en tanques de aguas servidas para reducir proble-
mas de malos olores no deseados (Makinia & Zaborowska 2020). El término 
lodos activados fue propuesto por Edward Ardern y William T. Lockett en un 
trabajo presentado en una reunión científica el día 3 de abril de 1914 (Ardern 
& Lockett 1914), acontecimiento que cien años más tarde dio origen a la co-
lección Activated Sludge – 100 Years and Counting (“Lodos activados – 100 
años y más”,  Jenkins & Wanner 2014). A partir de la presentación del trabajo 
de Ardern & Lockett (1914) y hasta la década de los 1950s, los modelos de 
lodos activados estaban mayoritariamente basados en diseño empírico y 
experimentación. Faltaban una teoría estructurada y un modelo matemá-
tico riguroso de dichos procesos.  Un resultado típico de esta época son las 
ecuaciones simples y empíricas propuestas por Eckenfelder & Porges (1957). 

De acuerdo a Makinia & Zaborowska (2020), una segunda etapa en el desa-
rrollo de modelos para procesos de lodos activados puede ser caracterizada 
por la aplicación formal de la cinética química, es decir de la descripción de la 
rapidez de las reacciones químicas involucradas. Mediante la consideración 
de la cinética química se logró relacionar, en estado estacionario, el creci-
miento microbiano y la utilización de sustratos orgánicos bajo condiciones 
aerobias (es decir, condiciones caracterizadas por la presencia de oxígeno). 
Los aspectos generales de los principios cinéticos, la historia de modelos 
microbianos mecanísticos (relacionados al crecimiento de poblaciones de 
microbios y su propagación espacial) y sus aplicaciones ecológicas fueron 
resumidos por Panikov (1995). 
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Cabe mencionar, en particular, el rol preponderante dentro de este tipo de 
modelos de la relación algebraica de Monod (ver, por ejemplo, Monod, 1949) 
la cual relaciona la tasa de crecimiento de la biomasa y la concentración lo-
cal del sustrato. Esta relación forma un ingrediente importante también en 
los modelos basados en ecuaciones diferenciales ordinarias que describen 
el crecimiento microbiano y reacciones bioquímicas, tales como el ASM1 en 
el que nos enfocaremos en esta serie. Concluimos la discusión de esta etapa 
mencionando que el modelo de diseño del proceso de lodos activados más 
común de este tipo, es el modelo unificado de Lawrence & McCarty (1970). 

La tercera etapa de los modelos matemáticos para el proceso de lodos ac-
tivados puede ser caracterizada por la aplicación de principios de la inge-
niería de reactores en combinación con la inclusión de matrices largas de 
expresiones cinéticas y constantes estequiométricas. La complejidad de es-
tos modelos modernos resulta de la capacidad de definir el comportamiento 
de los componentes del agua servida (por ejemplo, fracciones orgánicas, de 
nitrógeno o de fósforo y sus compuestos) y de la biomasa, además de un 
número de reacciones y relaciones estequiométricas. A lo anterior se agrega 
el modelamiento mediante procesos dinámicos (transientes) y de compo-
nentes que varían no sólo temporalmente, sino que también espacialmente. 
Tales configuraciones dan origen a modelos formulados mediante ecuacio-
nes diferenciales ordinarias (cuando, por ejemplo, se considera un reactor 
bien mezclado) o como es el enfoque de los presentes autores, a ecuaciones 
en derivadas parciales.  

Para sistematizar el desarrollo de modelos dinámicos, en 1982 la entonces 
IAWQ (Asociación Internacional de Calidad del Agua, creada en 1965; fusiona-
da en 1999 con la Asociación Internacional de Servicios de Agua (IWSA) para 
formar la Asociación Internacional del Agua (IWA)) incentivó la formación de 
un grupo de estudio internacional encargado de acelerar el desarrollo de la 
modelación dinámica de las plantas de tratamiento, crear una plataforma 
consensual y proponer un modelo simple de inicio. El grupo concentró sus 
primeros esfuerzos en inventariar los modelos existentes así como los obs-
táculos a su desarrollo (Fall, 2003). Se concluyó que los únicos modelos que 
tuvieron una amplia difusión y nivel de utilización fueron los más simples, 
que están basados en la hipótesis simplificadora de régimen estacionario y 
mezcla completa para los reactores. 

Por otra parte, existía un gran número de modelos dinámicos, cuya difusión 
fue obstaculizada por la complejidad, la falta de orden en términos de 
presentación y las limitaciones en el poder de las computadoras. Por 
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ejemplo, en los años 70, la University of Cape Town (Sudáfrica) fue una de 
las pioneras en la modelación dinámica con los trabajos del profesor Gerrit 
V.R. Marais. Otros trabajos tuvieron lugar después o simultáneamente en un 
número muy restringido de universidades de Europa y Estados Unidos. 

Parte de los pioneros en este tema se reunirían luego en 1980 en el primer 
grupo de estudio de la IAWQ (actual IWA) formado por Mogens Henze 
(Dinamarca), C.P. Leslie Grady (USA), Willi Gujer (Suiza), Gerrit Van R. Marais 
(Sudáfrica) y Tomonori Matsuo (Japón). 

Las conclusiones del grupo fueron publicadas en un informe (Henze et al., 
1987a) y poco después en un artículo (Henze et al., 1987b) que presentaba lo 
conocido hoy como el modelo ASM1 (activated sludge model no. 1), modelo 
dedicado a describir la degradación de materia orgánica, nitrificación y des-
nitrificación en un proceso de lodos activados. La nitrificación es la oxidación 
biológica de amonio con oxígeno para dar nitrito, seguida por la oxidación de 
esos nitritos a nitratos. A su vez, la desnitrificación es un proceso metabó-
lico que usa el nitrato como receptor terminal de electrones en condiciones 
anaerobias (ausencia de oxígeno) principalmente, conduciendo finalmente 
a nitrógeno molecular. Los logros más destacados del grupo fueron un con-
senso en los procesos biológicos que integran el modelo, la estandarización 
de los símbolos, la presentación del modelo utilizando una notación matri-
cial, la propuesta de valores por defecto para los parámetros del modelo, 
la adopción de la demanda química de oxígeno (DQO; en inglés: chemical 
oxygen demand, COD) y su fraccionamiento para caracterizar las aguas y lo-
dos, y un código de programación para el desarrollo futuro de software de 
modelización. 

En 1995, los trabajos del grupo de estudio renovado se prolongaron para 
publicar la versión ASM2, la cual está dirigida principalmente a predecir el 
comportamiento del fósforo. En 1999 hubo dos otras modificaciones con la 
aparición de la versión ASM2d (versión modificada del ASM2) y de la versión 
ASM3 (alternativa al ASM1). Comentamos que todos estos modelos están 
resumidos en el informe técnico de Henze et al., (2000) y más recientemente 
en el artículo de Hauduc et al., (2013) y ampliamente en Makinia y Zaborows-
ka, (2020). 
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Figura  1.

Los múltiples propósitos del uso de modelos matemáticos para la simu-
lación, el diseño y el control de plantas de tratamiento de aguas servidas 
(PTAS). Fuente: Elaboración propia.

NuEvoS ENFoQuES

La Figura 1 ilustra, en términos generales, los propósitos del uso de mode-
los matemáticos para plantas de tratamiento de aguas servidas. En nuestro 
caso específico, la aplicación de modelos matemáticos dinámicos espacio-
temporales para describir el modelo ASM (o sus variantes) en un tanque de 
sedimentación secundario (SST) o un reactor por lotes secuenciales (SBR) 
tiene los siguientes objetivos: 

•	 La modelación dinámica espacio-temporal permite predecir la calidad del 
efluente, la demanda de oxígeno y la producción de lodo en respuesta a 
las fluctuaciones en tiempo real de la carga (composición) y del caudal de 
alimentación.
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•	 Se facilita la comprensión del proceso y se pueden reducir las necesida-
des de estudio piloto, el tiempo y la inversión que se requiere para esto, 
realizando, primero los estudios por modelación y sólo probar en escala 
piloto algunas de las soluciones identificadas.

•	 Una vez que el proceso esté modelado y calibrado para una planta espe-
cífica, el modelo se puede utilizar para fines de diagnóstico, proyección, 
comparación de variantes, desarrollo de estrategias de control, y optimi-
zar la operación. Por ejemplo, en una planta normalmente se usan varios 
SBR en paralelo, y se puede utilizar la simulación numérica para determi-
nar la duración de cada una de las etapas de operación. 

•	 Obviamente, mediante la modelación se pueden realizar estudios sin 
perturbar el funcionamiento de la planta, ni poner en riesgo sus equipos. 
Especialmente con la ayuda de métodos numéricos eficientes se pueden 
llevar a cabo predicciones del comportamiento de un equipo a largo plazo. 

•	 La simulación numérica por métodos eficientes ayuda a resolver proble-
mas de diseño óptimo: aun cuando la planta proyectada no existe toda-
vía físicamente, se puede probar configuraciones innovadas y comparar 
variantes, y se puede optimizar la configuración y el funcionamiento de 
una planta de tratamiento, así como responder preguntas respecto a su 
capacidad e impactos de modificaciones proyectadas.

La principal limitación del presente planteamiento consiste en la necesidad 
de realizar estudios anteriores para calibrar los modelos. Los datos que se 
necesitan para esto son generalmente diferentes de los datos rutinarios de 
caracterización que se tienen en las plantas de tratamiento de aguas servi-
das. Todavía falta realizar investigación para evaluar la aplicabilidad de los 
modelos. 

moDELAmIENTo mATEmÁTICo 

Los modelos son una descripción matemática de una serie de procesos (fí-
sicos, químicos o biológicos) que ocurren en un espacio delimitado (tanques 
y reactores, tales como un SST o un SBR). En tratamiento de aguas, los mo-
delos se expresan a través de balances de masas que toman en cuenta la 
cinética de reacción de los procesos (procesos de transformación), la hidro-
dinámica (tipo de flujo y mezcla en el reactor), movimiento relativo de las 
fases sólida y líquida (y gaseosa si hay) incluyendo la formación de la capa 
de biomasa (anteriormente denominada sedimento) con el eventual efecto 
de compresibilidad, y el transporte de materia a través de los límites del sis-
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Figura  2.

Las cinco etapas son: (1) el llenado del equipo, (2) la reacción, (3) la sedimen-
tación, (4) la extracción, y (5) el reposo y la remoción (etapa también llamada 
ralentí). Las simulaciones 1 y 3 están basados en este concepto de proceso. 
Fuente: Elaboración propia. 

tema (flujos de entrada y salida). Los procesos de transporte son una carac-
terística específica de cada sistema: configuración del reactor, distribución 
del influente, mezcla, dispersión, y como se trata de un modelo de planta 
(no sólo operación unitaria), hay que incluir la recirculación, la extracción de 
lodo, entre otros. 

Los procesos de transformación, por el contrario, ocasionan cambios a los 
componentes químicos con una velocidad que depende del ambiente local 
del proceso. Los procesos individuales que forman el modelo son relaciona-
dos a través de ecuaciones de leyes de conservación de masas (balances), 
las cuales se deben resolver, para poder describir los cambios en el estado 
del sistema a través de las variables de estado (concentraciones de bioma-
sa, oxígeno, DQO, nitrógeno, por ejemplo). La escritura de balances de masas 
de un modelo dinámico, pero sin variación espacial, resulta en un sistema de 
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs), mientas que la dependencia de 
las concentraciones de la coordenada espacial entrega un modelo formula-
do en términos de ecuaciones diferenciales parciales (EDPs). Claramente, la 
solución de cada uno de estos tipos de modelos requiere de la implementa-
ción de métodos numéricos especializados. 
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Para llevar a cabo el proceso de lodos activados se pueden considerar di-
ferentes configuraciones. Una opción es el modo de operación realizado en 
un  reactor por lotes secuenciales (SBR; Figura 2) que contempla un ciclo de 
cinco etapas diferentes de operación. Los reactores por lotes secuenciales 
(SBR) son una forma especial de tratamiento de lodo activado en el que to-
dos los procesos del tratamiento se realizan en el reactor y no se requieren 
clarificadores. Este proceso trata las aguas residuales en modo de lotes y 
cada lote se secuencia a través de una serie de etapas de tratamiento. Du-
rante la etapa de reacción se pueden suministrar burbujas de aire para que 
el equipo funcione como tanque de aireación. 

De todas maneras, se supone que durante esta etapa el contenido del equipo 
está completamente mezclado y por lo tanto las concentraciones son igua-
les en cada nivel de altura, es decir no exhiben variación espacial, lo que per-
mite describir este sistema durante la etapa de reacción por un sistema de 
EDOs (este aspecto se detallará más adelante). Notamos que un SBR cuenta, 
conceptualmente, con un dispositivo que permite agregar influente o extraer 

Figura  3.

Diseño de un tanque de sedimentación secundario (SST) utilizado para re-
mover la biomasa y sólidos suspendidos. Es operado en forma continua, al 
contrario de un reactor por lotes secuenciales (SBR). La simulación 2 está 
basada en este concepto de proceso.  Fuente: elaboración propia.
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efluente desde arriba, además de una apertura de descarga inferior para la 
remoción del sedimento (biomasa) durante la etapa de reposo y remoción 
(también llamada ralentí). La opción más común es un proceso continuo de 
un reactor (tanque de aireación) acoplado con un tanque de sedimentación 
secundario (usamos aquí la abreviatura en inglés, SST (secondary settling 
tank); ver Figura 3). 

En este caso, nuestro modelamiento se refiere solamente al SST, dejando 
fuera aquí la descripción del tanque de aireación. Comentamos que un SST 
funciona análogamente a un espesador-clarificador en la industria minera, 
donde la fase sólida (que forma el sedimento) es formada por partículas de 
ganga (fracción de la mena sin valor comercial) que se encuentra suspendida 
en relaves de las que se desea recuperar el agua. Curiosamente, por un largo 
tiempo los modelos matemáticos para SSTs fueron desarrollados en forma 
independiente en las áreas de ingeniería sanitaria e ingeniería metalúrgica, 
respectivamente. No obstante, los principios y modelos que describen la se-
dimentación de partículas sólidas artificialmente floculadas (en la minería) 
son los mismos que gobiernan la sedimentación de biomasa (orgánica), por 
lo tanto el desarrollo de los presentes modelos, su análisis matemático, y si-
mulación numérica están altamente basados en resultados previos de parte 
de los autores (ver, por ejemplo, Betancourt et al., 2014a, 2014b; Bürger et al., 
2000, 2005, 2017, 2021a; Bustos et al., 1999; Concha & Bürger 2022). 

Tabla 1.
Variables de densidad de las componentes del material particulado (bioma-
sa; letra X con índice) y de las componentes solubles (sustratos; letra S con 
índice) del modelo ASM1 (Henze et al. 1987a, b; 2000), en forma utilizada por 
Bürger et al. (2022b).  

material unidadNotación

Partículas de materia orgánica inerte XI (kg COD) m-3

Sustrato de biodegradación lenta XS (kg COD) m-3

Biomasa heterótrofa activa XB,H (kg COD) m-3

Biomasa autótrofa activa XB,A (kg COD) m-3

Productos de partículas derivados de la descomposición de la biomasa XP (kg COD) m-3

Nitrógeno orgánico biodegradable en partículas XND (kg N) m-3

Materia orgánica inerte soluble SI (kg COD) m-3

Sustrato fácilmente biodegradable SS (kg COD) m-3

Oxígeno SO (kg COD) m-3

Nitrógeno en forma de nitrato y nitrito SNO (kg N) m-3

Nitrógeno NH4  +  NH3 SNH (kg N) m-3

Nitrógeno orgánico biodegradable soluble SND (kg N) m-3 

+
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El modelo ASM1 (Henze et al., 1987a, 1987b) tiene como propósito simular 
la degradación de la materia orgánica así como la nitrificación y desnitrifi-
cación de los procesos de lodos activados de tipo lodos únicos. El modelo 
cuenta con 13 componentes en total, de los cuales 6 corresponden a bioma-
sa (materia particulada), cuyas concentraciones son denotadas por la letra 
X con algún índice, más 6 sustratos (sustancias solubles), con concentracio-
nes denotadas por S con algún índice, ver Cuadro 1. El componente décimo-
tercero es la alcalinidad, la cual no es un parámetro esencial al modelo, pero 
que sirve como información adicional añadida para detectar indirectamente 
los riesgos de cambio en el pH que se utiliza opcionalmente (ver, por ejem-
plo, Kirim, 2022; Kirim et al., 2019, 2022; Bürger et al., 2023a).  Por otro lado, el 
modelo ASM1 original incluye 8 procesos: tres procesos de crecimiento, dos 
procesos de decaimiento, tres procesos de hidrólisis de partículas ligadas a 
los bio-flocs, y un proceso de amonificación. 

Figura  4.

Explicación de los conceptos de fase sólida y fase líquida y de sus compo-
nentes para el proceso de desnitrificación. La simulación 1 está basada en 
este proceso. 
Fuente: Elaboración propia. 

A parte del modelo ASM1, estudiamos también un modelo más simplificado 
que no contempla la totalidad de los procesos del ASM1, sino que solamente 
aquellos que ocurren en ausencia de oxígeno. El resultado es un modelo de 
desnitrificación formado por dos componentes sólidas y tres componentes 
solubles, a parte del agua, que forman las fases sólida y líquida, respectiva-
mente (ver Figura 4). 
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Figura  5.

Estructura del modelo matemático del reactor por lotes secuenciales (SBR), 
mostrando los sistemas de ecuaciones diferenciales parciales y a modo de 
ejemplo, las funciones constitutivas (en color azul) y las funciones de control 
(en color rojo). Ver detalles en el término de reacción es especificado a través 
del modelo ASM1 o uno de sus variantes. Fuente: Elaboración propia.  

FoRmA FINAL DEL moDELo mATEmÁTICo 
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El modelo matemático en su forma final es representado en la Tabla 2. Está 
basado en ecuaciones de balance que asumen la forma de ecuaciones dife-
renciales parciales del tipo convección-difusión-reacción que entregan las 
variables contenidas en los vectores C y S como funciones de la altura (o 
equivalentemente, profundidad) y del tiempo. A su vez, la variable X deno-
ta la concentración total de la fase sólida. De esta cantidad dependen las 
ecuaciones constitutivas que modelan la velocidad de sedimentación obs-
taculizada de las partículas sólidas (la biomasa) y la compresibilidad del 
sedimento. La Figura 5 ilustra, además, cómo los vectores de reacción se 
incorporan en el modelo espacio-temporal. Cabe señalar que dicha figura 
ilustra solamente el caso de un SBR; los ingredientes del modelo para un SST 
son similares (ver Bürger et al., 2023a).  

Dado que las ecuaciones gobernantes son no lineales, el modelo se puede 
resolver solamente a través de métodos numéricos, cuyo desarrollo ha sido 
tema de la tesis doctoral de uno de los autores (Pineda, 2023) y de una se-
rie de trabajos especializados (Bürger et al., 2022a, 2022b, 2023a, 2023b). 
De hecho, el modelo presentado en la Figura 5 muestra algunas dificultades 
que motivaron investigación original en matemática aplicada: 

•	 El mecanismo de llenado y extracción de un SBR genera una frontera mó-
vil, la cual dificulta la aplicación de un método de diferencias con malla 
computacional fija. En Bürger et al., (2022b) y Bürger et al., (2023b) se 
presentan dos formas conceptualmente diferentes para abordar este 
problema. 

•	 El efecto de compresibilidad de sedimento es activo solamente cuando 
la densidad local de sólidos excede un valor crítico. La posición espacial 
donde este valor es asumido marca el nivel de sedimento. La ecuación 
gobernante cambia de tipo a través de este nivel. Sin embargo, el método 
numérico apropiadamente captura este cambio; no es necesario explíci-
tamente rastrear este nivel.

Tabla 2.
Las simulaciones 1 y 3 están basadas en la solución numérica de estas 
ecuaciones. Fuente: Elaboración propia.   

variable Significado

C Vector de 6 componentes sólidas 

S Vector de 6 componentes solubles 

r(C,S) Vector de procesos de reacción

MC, MS Matrices estequiométricas

RC(C,S)=MC r(C,S) Vector de términos de reacción, balance de componentes sólidas 

RS(C,S)=MS r(C,S) Vector de términos de reacción, balance de componentes solubles
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•	 Debido a la dependencia no lineal del flujo convectivo del modelo, se 
pueden formar discontinuidades en las concentraciones. Esta propiedad 
igualmente es considerada por el método numérico, y por otro lado es 
consistente con la observación de que una suspensión sólido-líquido al 
sedimentar forma interfaces suspensión-agua o sedimento-agua níti-
das. 

•	 Para ser de interés en las aplicaciones prácticas, un método numérico 
debe ser  eficiente para resolver el modelo (entregar una solución des-
pués de un tiempo de simulación corto). Esta eficiencia se logra mediante 
un método numérico implícito, que entrega ganancias en tiempo compu-
tacional medibles (Bürger et al., 2023b).

•	 La variante del modelo para un SST (no mostrada en la Figura 5) contem-
pla, además, un flujo volumétrico que depende en forma discontinua de 
la coordenada espacial. El modelo resultante, por lo tanto, posee tanto 
coeficientes discontinuos como soluciones discontinuas. 

•	 Los métodos numéricos desarrollados satisfacen un principio de región 
invariante; han sido desarrollados para asegurar que todas las concen-
traciones son no negativas y la concentración total de sólidos nunca ex-
cede una concentración máxima dada. 

SImuLACIoNES 

A continuación, presentamos tres simulaciones numéricas en el tratamiento 
de aguas residuales: operaciones continúas en SST usando ASM1 (Figura 8), y 
operaciones secuenciales en SBR para el proceso de desnitrificación (Figura 
7) y con ASM1 (Figura 9). Para fines de simulación, en las Figuras 7 y 9 la zona 
arriba de la fuente móvil ilustrada con color menta. En estas figuras, simula-
mos un tanque cilíndrico de 3 m de altura y un área de sección transversal de 
400 m2, el cual se simula durante 6 horas. Inicialmente, el tanque está lleno 
hasta 1m de altura, con concentraciones de biomasa y sustratos. El proce-
so del SBR es secuencial: primero, llenamos el tanque completamente con 
agua residual y concentraciones de sustratos, sin incluir biomasa, durante la 
primera hora, lo que provoca que la superficie móvil ascienda (línea negra, 
Figuras 7 y 9). 

A continuación, durante las siguientes dos horas (1 h < t < 3 h) se lleva a cabo 
la etapa de reacción, caracterizada por una mezcla completa. Como resul-
tado, las componentes particuladas y solubles en el tanque se distribuyen 
homogéneamente. Una vez completadas las reacciones, se inicia la fase de 
sedimentación, que dura dos horas. En esta etapa, el material particulado 
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sedimenta hacia el fondo del tanque, formando una capa de lodo y dejando el 
líquido clarificado en la parte superior (color azul, Figura 7: primera columna 
y Figura 9). Posteriormente, se realiza la extracción del líquido clarificado 
durante media hora (5 h < t < 5.5 h), lo que provoca el descenso de la super-
ficie móvil. Finalmente, en la última media hora, el tanque entra en la fase de 
reposo y descarga, donde se extrae parte del material concentrado desde la 
parte inferior del tanque.

Figura  6.

Figura  7.

Simulaciones 1 (desnitrificación en un SBR) y 3 (modelo ASM1 en un SBR): 
(izquierda) funcionamiento del reactor durante la etapa de llenado (fill; letra 
F) y de extracción (draw; letra D), (derecha) trayectoria típica de la frontera 
líquido-aire (o posición del dispositivo flotante) durante un ciclo completo de 
la operación. Fuente: Elaboración propia. 

Simulación 1: desnitrificación en un reactor por lotes secuenciales (SBR). A 
modelo de ejemplo se  muestra la evolución espacio-temporal de la con-
centración de fase sólida total (izquierda) y de un de los tres sustratos que 
forman la fase líquida (derecha). Fuente: Elaboración propia.
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Figura  8.

Simulación 2: el modelo ASM1 en un tanque de sedimentación secundaria 
(SST) con fuente de alimentación ubicada en z=0 m. Se muestra la evolución 
de tres de las concentraciones de los componentes que forman la fase só-
lida (columna izquierda), y tres de las concentraciones de los componentes 
(sustratos) que forman la fase líquida (columna derecha), bajo una variación 
de los caudales de alimentación y descarga y de la composición del caudal de 
alimentación. Fuente: Elaboración propia.

La Simulación 1 (Figuras 6 y 7) muestra el proceso biológico de la desnitri-
ficación que modelan los términos de reacción del modelo matemático del 
SBR (Figura 5), para la eliminación de nitrógeno en las aguas residuales. En 
la Figura 7 se presenta la evolución espacio-temporal de una de las con-
centraciones del material particulado (ver Cuadro 1). Las reacciones de con-
versión de nitrato NO3 en N2 comienzan de manera inmediata y son rápidas. 



22

En términos del ASM1, las bacterias se consideran como sólidos particula-
dos, ya que estas son partículas sólidas que están presentes en el lodo ac-
tivado. Las bacterias participan en la degradación de la materia orgánica y 
los procesos de nitrificación y desnitrificación. Las especies solubles son los 
componentes químicos disueltos en el agua residual, como los compuestos 
de nitrógeno (amoniaco, nitrito, nitrato) y la materia orgánica. Estos com-
ponentes solubles son los que las bacterias del lodo activado utilizan como 
fuente de nutrientes y energía para llevar a cabo sus procesos metabólicos, 
como la degradación de la materia orgánica, nitrificación y desnitrificación.

La Simulación 2 (Figura 8) ilustra el proceso de lodos activados para el trata-
miento de aguas residuales en un SST que siguen a los reactores biológicos. 
Para los términos de reacción, se usan las variables de densidad del ASM1 
(ver Cuadro 1).  El tanque es un cilindro de altura de 4 m y un área de sección 
transversal de 400 m2. Las concentraciones de alimentación provienen del 
reactor biológico, donde el lodo activado (biomasa) se mezcla con el agua 
residual. En este proceso, las bacterias presentes en el lodo degradan la 
materia orgánica, eliminando parte de los contaminantes. Tras el tratamien-
to biológico, la mezcla de lodo y agua ingresa al tanque de sedimentación 
secundario por medio de  la fuente de alimentación. La Figura 8 muestra la 
evolución de tres de las seis concentraciones particuladas y tres de las seis 
concentraciones de los componentes (sustratos) que forman la fase líquida 
del ASM1 en función de diferentes caudales de alimentación y descarga. En el 
fondo del tanque, el material particulado se acumula y retorna al reactor bio-
lógico como lodo activado recirculado. Mientras tanto, el agua tratada sale 
por la parte superior del tanque para su descarga o reutilización.
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Figura  9.

Simulación 3: el modelo ASM1 en un reactor por lotes secuenciales (SBR). 
Se muestra la evolución de los perfiles espacio-temporales de tres de las 
concentraciones de los componentes de la fase sólida y de tres de  las con-
centraciones de todos los componentes (sustratos) de la fase líquida. Notar 
que durante la segunda etapa (etapa de reacción) el contenido del reactor se 
considera bien mezclado, por lo tanto, las ecuaciones gobernantes no de-
penden de la posición espacial y los perfiles no exhiben variación espacial. 
Fuente: Elaboración propia. 



24

Finalmente, la Simulación 3 (Figura 9) muestra el proceso biológico del sis-
tema de lodos activados que modelan los términos de reacción del modelo 
matemático del SBR (Figura 5) con el ASM1. 

CoNCLuSIoNES y TRABAJo FuTuRo 

En la literatura, todos los aportes en la optimización del SBR, están basados 
en modelos temporales (sin resolución espacial) basados en ecuaciones 
diferenciales ordinarias  que modelan las reacciones bioquímicas que ocurren 
durante las etapas de llenado y reacción. En trabajos futuros, el modelo y los 
métodos numéricos descritos brevemente descritos en esta contribución, y 
detallados en Bürger et al. (2022a, b; 2023a, b) y Pineda (2023),  permitirán 
realizar investigaciones y contribuciones con respecto a la optimización de la 
sedimentación reactiva del proceso de SBR.  Por ejemplo, hay interés en diseñar 
el ciclo de operación en forma óptima (elección adecuada de la duración de 
cada una de las etapas), considerando también que una planta normalmente 
emplea varios equipos SBR en paralelo, para asegurar que siempre uno 
de éstos se encuentre en etapa de llenado. De hecho, se podrá considerar 
el problema general de optimización bi-objetivo para el diseño y operación 
periódica de una planta SBR para un conjunto constante de datos de entradas 
(por ejemplo, condiciones climáticas) que se pueda formular como: Minimizar 
tanto el costo de construcción como los costos de funcionamiento sujetos a 
que la planta entregue concentraciones de efluentes por debajo de los límites 
permitidos por las normativas de emisión. El costo de construcción está 
claramente relacionado con el tamaño de la planta, mientras que los costos 
de operación consisten principalmente en costos de energía requeridos para 
la aireación del reactor (Åmand et al., 2013). Como ya mencionamos arriba, 
otro aspecto de interés es la implementación de varios SBR acoplados en 
serie o paralelo, con etapas sincronizadas que permitan, por ejemplo, obtener 
un flujo continuo de efluente de cierta calidad. Este enfoque permitiría una 
comparación más precisa entre los SBR y los SST de funcionamiento continuo, 
ya que se puede preferir uno u otro en función del tamaño de la planta y de 
otras consideraciones prácticas, como se menciona por Droste & Gear (2019).

Otra aplicación con posibles ventajas de modelado es el uso del SBR con 
fondo poroso. En este proceso, el líquido se filtra a través de un medio 
filtrante, como puede ser una tela  filtrante o una membrana. Este medio 
tiene la propiedad de retener los sólidos suspendidos en el agua mientras 
permite el paso del fluido. Aunque aplicar presión puede acelerar el proceso 
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de  filtración, la creciente resistencia hidráulica del sedimento acumulado en 
el fondo del reactor puede contrarrestar la presión aplicada, lo que puede 
reducir la eficiencia del proceso. Este fenómeno da origen a un problema de 
frontera libre (Bürger et al., 2001), el cual añade complejidad al modelo SBR, ya 
que la trayectoria del pistón que presiona el fluido a través del medio filtrante 
depende de cómo cambia la resistencia hidráulica del fondo a lo largo del 
tiempo. Comprender como esta resistencia hidráulica afecta la trayectoria 
del pistón es fundamental para mejorar la eficacia del proceso de filtrado.

Como se menciona en diversos estudios (Collivignarelli et al., 2020, Dapena-
Mora et al., 2004, Guo et al., 2015, Jenkins et al., 2004), la formación de 
burbujas es un problema crítico en las plantas de tratamiento de aguas 
residuales con lodos activados, ya que disminuyen el rendimiento general 
de la planta y causan problemas operativos. Durante la etapa de reacción 
del SBR, se busca la eliminación biológica completa del nitrógeno. Sin 
embargo, una parte sustancial de esto, sigue presente, como lo es el nitrito, 
que no se elimina por completo, liberando gas nitrógeno durante la fase de 
sedimentación. Esta liberación de gas nitrógeno provoca la formación de 
pequeñas burbujas en el lodo activado, dando como resultado la flotación 
del manto de lodo en el tanque. La adhesión de las burbujas de gas nitrógeno 
al material particulado ocurre durante la etapa de sedimentación del SBR, en 
una zona de flujo en sentido contrario, lo que implica que las burbujas de gas 
nitrógeno se mueven hacia arriba mientras las partículas sólidas sedimentan 
(Kim et al., 2011), produciéndose la unión de las burbujas a las partículas. Se 
ampliará el modelo SBR para incluir el proceso de agregación mencionado. 
Además, será necesario introducir una EDP adicional para una tercera 
variable, por ejemplo, el número de partículas sólidas adheridas a una sola 
burbuja en cada posición espacial y tiempo. La inclusión de esta nueva EDP 
permitirá modelar la dinámica de las burbujas de gas y las partículas sólidas 
adheridas en el reactor, lo que ayudara a comprender mejor los mecanismos 
que rigen la formación y  flotación del manto de lodo en los SBR y los SST. 
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